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Ueber  Integralinvarianten  und  Integralparameter 
bei  Berührungs-Transformationsgruppen 


von 

Alf  Guldberg. 


Uie  Theorie  der  Integralinvarianten  der  Berührungs-Transformations¬ 
gruppen  rührt  bekanntlich  von  Sophus  Lie  her.  In  den  folgenden  Zeilen 
werden  wir  zuerst  auf  einen  Zusammenhang  zwischen  Integralinvarianten 
und  Differentialparametern  der  Berührungs-Transformationsgruppen  in  der 
Ebene  aufmerksam  machen,  demnächst  werden  wir  den  Begriff  der  Integral¬ 
parameter  auf  Berührungs-Transformationsgruppen  ausdehnen. 


1.  Ueber  Integralinvarianten  und  Differentialparameter. 

Bezeichnen  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  vorgelegten 
Berührungs-Transformationsgruppe  (6r)  der  Ebene  x,  y  mit  dem  Symbole 


% 

CM 

tr 


if 


*f 


W=Z  (*,  y,  y')  2^  +  v  (*•  y>  y')* r;  +  (x<  y<  y') 


iy 


*L 

*y' 


und  ist 


I=lä(x,y,y',y",  ...«/<">)  <fo 

eine  Integralinvariante  wter  Ordnung  dieser  Gruppe,  so  muss  für  alle 
infinitesimalen  Transformationen  unserer  Gruppe  die  Variation 

d» 

d  J  q  dx  =  \  (ö£  .  dx  -f-  £ödx) 
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verschwinden;  hierzu  ist  bekanntlich  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Gleichung 


dß  dx  -|-  ßdöx  =  o 

oder  die  äquivalente 

B^ß  dx  +  ßdBx  =  o 


immer  besteht,  wo  B^f  die  n- mal  erweiterte  infinitesimale  Transformation 
Bf  bedeutet. 

Nun  ist 


dBx 


(x,  y,  y') 

dx 


dx 


und  dementsprechend  wird  ß  durch  die  Gleichungen  bestimmt 


2*.,Ä +  *£%*£)  =  o. 

dx 


A. 


Sind  nun 


J  ß\  dx  und  J  ß%  dx 

zwei  solche  Integralinvarianten,  so  bestehen  also  für  jede  infinitesimale 
Transformation  Bf  der  gegebenen  Gruppe  die  beiden  Relationen 


Bß  1  -j-  ß\  -J?  =  o 
1  dx 


Bß 2  +  *02  Jjj  —  o 


dann  ist 


d.  h.  das  Verhältnis  der  beiden  Grössen  ß\  und  £2  ist  eine  Differential¬ 
invariante  der  gegebenen  Berührungs-Transformationsgruppe. 

Wir  suchen  jetzt  einen  Differentialparameter  unserer  Gruppe  (#).  Man 
nennt  eine  Funktion  w  (x,  y ,  y  ,  y"  .  .  .  y{n\  cp,  cp  ,  cp"  ..  .  cp (r))  von  x,  y 
den  Differentialquotienten  von  y  nach  x,  sowie  eine  Funktion  cp  und 
ihren  Differentialquotienten  cp ,  cp'  .  .  .  einen  Differentialparameter ,  wenn 
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co  eine  solche  Funktion  ist,  dass,  wenn  cp  irgend  eine  Differentialinvariante 
unserer  Gruppe  ist,  stets  auch  co  eine  solche  ist.  Wenn  wir  alsdann 
diese  Funktion  co  kennten  sowie  eine  Differentialinvariante,  so  liefert  uns 
co  eine  zweite  Differentialinvariante.  Diese  würde  in  co  für  cp  eingesetzt 
eine  dritte,  ergeben  u.  s.  w. 

Um  die  Bestimmungs-Gleichungen  eines  Differentialparameters  aufzu¬ 
stellen,  bemerken  wir,  dass  wir  cp,  da  cp  irgend  eine  Funktion  von  x,  y, 
y' ,  y"  ...  ist,  als  eine  Funktion  von  x  allein  auffassen  können,  da  wir 
uns  ja  y  als  eine  Funktion  von  x  vorstellen.  Bezeichnen  wir  nun,  wie 
früher,  mit  dem  Zeichen  (5  die  Incremente  bei  einer  infinitesimalen  Trans¬ 
formation  unserer  Gruppe  (6r),  so  ist  wegen 

dcp  =  cp  dx 

auch 

ödcp  =  6 cp  .  dx  -f-  cp  .  ödx 
oder,  da  d  und  <5  vertauschbare  Zeichen  sind: 


döcp  =  dcp  ,dx  -\-  cp  .  döx 


also 


„  , _ döcp  ,  döx 

8r?  =-&-*-&• 


(a) 


Diese  bekannte  Formel  zeigt,  wie  man  das  Increment  des  Differential¬ 
quotienten  einer  Funktion  cp  aus  dem  Incremente  von  cp  und  dem  von  x 
ableiten  kann.  Dabei  sind  die  Differentiationen  nach  x  stets  totale. 

Wir  suchen  nun  einen  Differentialparameter,  der  keine  höheren  als 
den  ersten  Differentialquotienten  von  cp  enthält,  also  die  Form  hat: 
co  (x,  y,  y  ,  y "  .  .  y(n),  cp ,  cp).  Da  cp  hierin  irgend  eine  Invariante  be¬ 
deuten  soll,  so  ist  in  (a)  das  Increment  öcp  =  o  zu  setzen,  so  dass  kommt: 


,  döx 
^  dx 


Nun  ist  allgemein 


6 


ALF  GULD13ERG. 


M.-N.  Kl 


Es  soll  das  bei  unserer  Gruppe  Null  sein,  sobald  öcp  =  o  ist,  und 
zwar  für  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe.  Dies  liefert  die 
Gleichungen: 


da)  dw  dw  „  ,  . 


oder  die  äquivalenten 


dw  ,  döx 
drp  dx 


die  immer  bestehen  müssen. 
Ist  nun 


I  =  J  J 2dx 


eine  Integralinvariante  nter  Ordnung  unserer  Berührungs-Transformations- 
Gruppe  ((7),  so  bestehen,  wie  wir  sahen,  die  Gleichungen 


Umgekehrt  giebt  jede  Lösung  dieser  Gleichungen  eine  Integralinvari¬ 
ante.  Wir  haben  also  zu  untersuchen  ob  diese  Gleichungen  gemeinsame 
Lösungen  besitzen.  Diese  Frage  deckt  sich  bekanntlich  mit  der  Frage, 
ob  die  linearen  partiellen  und  homogenen  Differentialgleichungen 


ß(n)f  _  Q 


y  + 


n 

dy' 


gemeinsame  Lösungen  besitzen. 

Diese  Frage  deckt  sich  aber ,  ivie  man  aus  den  Gleichungen  (B)  sieht , 
mit  der  Frage,  ob  unsere  gegebene  Berührungs-Transformationsgruppe  {G) 
Dijferentialparameter  von  der  Form  w  (x,  y,  2/(w\  9 V»  q>)  besitzt. 


Als  Beispiel  werden  wir  die  eingliedrige  Gruppe  aller  Dilatationen  betrachten.  Wir 
haben  da: 


Sx 


V1  +  y' 


St ,  Sy 


V*  +  v' 


St,  Sy'  =  o 


Sy"  = 


(i 


St 


dSx 


dx 


,  X  >2u st, 

(i  +  2/  2)2 


und  also 
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Unsre  Gleichungen  reducieren  sich  auf  eine  Gleichung,  die  die  Form  annimmt 


Sf  1  9/  df  y"t  dt_ 

^  dx  yr+yäa y  +  °'dy'  0  +  y'2fiW 


V*  +  y‘ 

das  entsprechende  simultane  System  lautet: 

V  T+7*  %  =  VT+7^  =  d-f- =  c  + 


& 


2/ 


a/' 


(I  -f  2/'2)i3& 


o , 


Als  Integrale  finden  wir: 

,  ,  ,  ß  ßy'f  i+y'2) 

y  =  a  ,  x  +  y  y  =  0  ,  — 77  =  c  ,  ,  ,  — -  =  d  . 

y  y 

Eine  Integralinvariante  ist  dann : 

I=^y"dx 

und  ein  Differentialparameter 


y 


Da  <p=x-\-y'  .y  eine  Differentialinvariante  ist,  so  ist  auch  (i  T  yy"  -f-  y'2) :  y' 
eine  solche  u.  s.  w. 

Eine  zweite  Integralinvariante  ist 


y 


y'  (i  +  2//2) 


dx 


Der  Quotient 


y" 

y" 

y'('  +  y'2) 


y'  (!  +  y  2)  ist  eine  Differentialinvariante. 


2.  Ueber  Integralparameter. 

.Wir  nehmen  wiederum  an,  dass  eine  Berührungs-Transformations- 
Gruppe  (G)  der  Ebene  x,  y  vorliegt,  und  wir  bezeichnen,  wie  früher, 
mit  dem  Zeichen  ö  die  Incremente  bei  einer  infinitesimalen  Transformation 
unserer  Gruppe  (6r). 

Wir  nennen  nun  eine  Funktion  &  (x,  y ,  y\  y"  .  .  y(n),  cp ,  cp  ,  cp"  ..  .  cp(r)) 
von  x ,  y ,  den  Differentialquotienten  von  y  nach  x,  sowie  eine  Funktion  cp 
und  ihren  Diflerentielquotienten  cp  cp"  cp"  .  .  .  ,  einen  Integralparameter , 
wenn  Q  eine  solche  Funktion  ist,  dass  l  —  \ßdx  eine  Integralinvariante 
ist,  sobald  l\  =  ^cp  (; x ,  y,  y\  y"  ...  .  yim))  dx  eine  solche  ist.  Wenn  wir 
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alsdann  diese  Funktion  J2  kennten  sowie  eine  Integralinvariante  I\  =  \cpdx, 
so  liefert  uns  I  =  §ßdx  eine  zweite  Integralinvariante.  Diese  Q  würde  in 
£  für  cp  eingesetzt  eine  dritte  Integralinvariante  ergeben  u.  s.  w. 

Wir  nennen  ferner  die  Funktion  Q  (x,  y,  y  ,  y"  .  .  .  y{n),  cp,  cp  .  .  .  cp(r)) 
einen  speciellen  Integralparameter,  wenn  Q  eine  solche  Funktion  ist,  dass 
1  —  jj 2dx  eine  Integralinvariante  ist,  sobald  cp  (x,  y,  y\  y"  .  .  .  yW)  eine 
Differentialinvariante  ist. 

Für  die  Aufstellung  der  Bestimmungsgleichungen  eines  Integralpara¬ 
meters  bemerken  wir,  dass,  da  1=  \ßdx  eine  Integralinvariante  ist,  wird 
Q  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

öQdx  -|-  Qdöx  =  o 

und  da  gleichzeitig  I  =  \cpdx  eine  Integralinvariante  sein  soll,  muss  auch 
cp  entsprechende  Gleichungen  befriedigen. 

Wir  suchen  nun  zunächst  einen  Integralparameter,  der  keine  höheren 
als  den  ersten  Dififerentialquotienten  von  cp  enthält,  also  die  Form  hat: 
3  (x,  y,  y‘,y"  . . .  yM,  cp,  cp'). 

Da  cp  hierin  irgend  eine  Integral  invariante  I=^cpdx  bestimmen  soll, 
so  ist  in  die  Formel 


t  ,  döcn 

8cp  =~d 


,  döx 


(a) 


das  Increment  öcp  =  —  cp 


döx 

dx 


zu  setzen,  sodass  kommt 


„  ,  döx 

dcp  =  — 2  cp-^r-  cp 


d2öx 
Hb?  ’ 


Nun  ist  allgemein 


o  „  3*0  „  ,  3*0  ,  ,3^ 

äsj  =  -dx  +  -dy  +  wdy  + . +  3 


.  dä  , 


(i) 


Dies  liefert  im  vorliegenden  Falle  folgende  Gleichungen  zur  Bestim- 
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^  dx  dcp  \CP  dx 


döx  dS2  f  ,  ddx 


+  lc~d^~)d^ 


d2Sx\  ds2 


(1) 


Die  Bestimmung  eines  speciellen  Integralparameters  $2  (x,  y,  y'  .  .  .  y^n\  cp,  cp) 
erledigt  sich  nun  unmittelbar.  Da  cp  hierin  irgend  eine  Differential¬ 
invariante  sein  soll,  so  ist  in  die  Formel  (a)  das  Increment  dcp  —  o  zu 
setzen,  sodass  kommt: 


rltinr 


Diese  Werthe  für  dcp  und  dcp  in  (I)  eingesetzt,  liefert  für  S2  folgende 


dß  ,  ddx 
dcp  V  dx 


Wir  können  nun  nach  den  Integral parametern  fragen,  die  auch  cp' , 
cp"  u.  s.  w.  enthalten.  Zu  dem  Zwecke  haben  wir  auch  die  Incremente 
von  cp" ,  cp"  u.  s.  w.  zu  berücksichtigen.  Sie  ergeben  sich  aus  (a)  sofort, 
wenn  wir  darin  cp  durch  cp ,  cp"  ...  ersetzen.  Aber  wir  brauchen  die 
Rechnung  nicht  durchzuführen,  wenn  wir  die  Gleichungen  (1)  gelöst  haben. 
Denn  offenbar  finden  wir  wie  oben,  dass  die  gesuchte  Funktion  2  dem 
Integral  eines  Gleichungssystems  analog  (1)  ist.  Dies  System  besitzt  dieselben 
Integrale  wie  (1).  Endlich  besitzt  es  noch  ein  Integral,  das  cp" ,  eines  das 
cp"  u.  s.  w.  enthält. .  Diese  aber  können  wir  sofort  angeben.  Denn  alle 
diese  Integrale  sind  ja  auch  für  sich  Integralparameter.  Es  genügt  also, 
dass  wir  einen  besonderen  Integralparameter  kennen,  der  cp,  cp  ,  cp" ,  einen 
besonderen,  der  cp,  cp  ,  cp" ,  cp"  enthält  u.  s.  w.  Solche  kennen  wir  in  der 
That,  wenn  wir  das  System  (1)  integrirt  haben.  Bezeichnen  wir  nämlich 
mit  j 2  ein  Integral  von  (1),  das  cp  enthält,  also  etwa: 


S2  =  &  (x,  y,  y'  ...  cp) , 

so  ist,  wenn  cp  eine  Integralinvariante  1 '=  \cpdx  bestimmt,  auch  I—\üdx 
eine  solche.  Setzen  wir  nun  2  für  cp,  so  ergiebt  sich  analog,  dass 


IO  A.  (JULDItt 
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auch  I2  =•  J<£  (x,  y,  y'  .  .  .  dx  eine  Integralinvariante  ist.  Daher  ist 
ß  =  <2>  (x,  y,y  .  !C^)  ein  Integral parameter,  der  auch  cp"  enthält.  Ent¬ 
sprechend  ist  auch  ß  =  (D  (x,  y,  y'  ...  /—)  ein  Integral  parameter,  der 
auch  cp"  enthält  u.  s.  w. 


Gedruckt  6.  Mai  1902. 


